Transformées de Laplace, de Fourier et en Z

par Claude ROUXEL
Ingénieur de I’Ecole Supérieure d’Electricité
Enseignant au Conservatoire National des Arts et Métiers

b I € T=1 T=1 2 1 [ - PSR RN — 2
1.1 Notations........... . — 2
1.2 Probléme des filtres.... . — 2
1.3 Méthodes SymMbOlIQUES......coccueeiieiieeee e — 2
1.4 Transformation de Laplace .....c.ccceeveeierriieinienien e — 3
1.5 Premier cas particulier : transformée de Laplace usuelle (TL) ................ — 3
1.6 Deuxieéme cas particulier : transformée de Fourier (TF).......ccceevevrvveinnnne — 3
1.7 TransSformee €N Z(TZ) ... icciee ittt aae s s sne e e nanes — 3
2. Transformée de Laplace..............ccccoviiiiiiiiicieecie et — 3
2.1 Hypotheses.. . — 3
2.2 Notations............ . — 4
2.3 Premieres Propri€tes......cccccieiiiiieiiiiiiesiiie e — 4
2.4 Propriété fondamentale ........ccocoovieiieiiieieee e — 6
2.5 ImMmpulsion de Dirac (8) ...ccceeeeeeeeieiiieieiiiee e — 6
2.6 APPLICALIONS cueeieeeiee et — 6
3. Transformée de Fourier...............cccooiiiiiiiiiiiinccee e — 8
3.1 NoOtationS....coceeeeeeeeceeeee e — 8

8

3.2 Formalisme des transformées de Fourier ...

3.3 Théorie de la transformation de Fourier... . — 10
FC 0 S AN o o] [e3- 4o o =TSP — 12
4. Séries de FOUNIer ...........cccoo it e — 12
4.1 Séries trigonométriques . — 13
4.2 Série de FOUTEr (SF). it — 13
L B o T o] =Y =TSP RPPTRURN — 13
4.4 Calcul........... — 13
4.5 Applications — 14
5. Transformeée €n Z...........oiiiiiiiiiiiiecseeee sttt — 15
5.1 Domaine d’holomorphie de la TZ . — 15
5.2 Exemples fondamentauX ......ccccceeeeercverieennnns . — 15
5.3 Transformée d'une fonction échantillonnée . — 15
Lo S o o] 1= (= - TSN — 16
5.5  Transformeées USUEIIES ......ccceeviiriieriieiie e — 17
5.6 INVErsion de 1@ TZ ......oiiiiiiiciiii ittt nnae e — 18
L0 A AN o] o] [ o3 4o o - ST PRPPPPPRRRTN — 18

e calcul symbolique permet de déterminer, par le biais de transformations
fonctionnelles, la réponse d’un systéme de transmission linéaire a un signal
d’entrée par des voies purement algébriques évitant ainsi la résolution de syste-
mes différentiels ou d’équations aux dérivées partielles.
De ce point de vue, la transformation cissoidale exposée au paragraphe
« Nombres complexes » constitue une premiere approche permettant de déter-
miner le régime permanent d’un systéme linéaire soumis a une sollicitation
sinusoidale.
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Avec la transformée de Laplace usuelle (TL), on dispose d’un outil permettant
de déterminer régime permanent et régime transitoire pour une grande classe
de signaux analogiques a l'entrée du systeme. On limite généralement son

usage aux fonctions causales, c’est-a-dire nulles pourt < 0.

La transformation de Fourier (TF) trés proche dans sa définition de la TL, si elle
se préte peu a I'analyse des signaux usuels, est un outil trées puissant fournissant
une représentation spectrale du signal et qui trouve tout son intérét avec I’utili-
sation de signaux d’entrée nécessitant le recours a la théorie des distributions.

Avec I'apparition et le développement des techniques numériques, il a fallu
adapter la TL au traitement des signaux discrets : ¢’est I'objet de la transformée

enZ (T2).

Nota : on se reportera au traité « Sciences fondamentales » pour le calcul symbolique.

1.1 Notations

f(t) : fonction réelle ou complexe du temps (f * : conjuguée).

f(ty )= lim f(ty+¢€) ; f(t.) = lim f(ty—¢) ;
(to) Mw(g ) (t3) 0<P0(o )

)+
Fltg) = ———2.

Si fcontinue en ty: f(ty) = f(t,)
f(t) = Ol[exp(at)] (t -~ +») ; f d'ordre exponentiel o a + «
signifie |f(t)|exp(—at) borné pour (t - + ).
On définit de méme fd'ordre exponentiel a a — .

L'écriture v= O (u) pour u - 0 signifie que vtend également vers
zéro, v /u restant borné.

L'écriture v= o (u) pour u - 0 signifie que vtend également vers
zéro, avec v/u - 0.

Fonctions translatées : 1,f(t)=f(t—h).
Fonctions symétriques: f(t)="f(-t).

Fonctions causales : f(t)=0pourt<0.

Exemple : échelon de Heaviside.

Y(t)=1,1t>0;

Y(t)=01t<0;

Y (0) n'est pas défini, mais Y'(0) = 1/2.

Il permet de rendre toute fonction f causale par le produit
Y (t) f(t).

1.2 Probléme des filtres

Un systeme de transmission S (figure 1) transforme un signal
d’entrée (ou action f(t) en signal de sortie (ou réponse) g (t) :

f(t) —g(t)

f(t) g(t)
—

Figure 1 - Systéme de transmission
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Le probléme du calcul de la réponse a une action quelconque est
facilement résoluble pour les filtres, c’est-a-dire les systémes rem-
plissant les conditions suivantes.

a) Slinéaire :

N N
z a,f,(t) — z a,g,(t

n=1 n=1

b) S stationnaire :
T,f(t) = 1, g(1)

Exemple : circuits passifs
De a) et b) résulte que le signal particulier exp(pt) avec
(p=0+jw) aune réponse de méme forme :

H(p)exp(pt)

(H(p) : étant la fonction de transfert du systeme). Ainsi, si :
f(t) = Zanexp(gnz‘) (1)
n
on obtient :

g(t) = 3 a,H(p,) exp(p,1) (2)

¢) S continu exprime qu’avec une notion de convergence appro-
priée pour lim f (t) et lim g,(f) ona
n—o n—oo

f,—= g,0 limf, — limg,

On peut étendre les relations (1) et (2) a des séries ou envisager —
comme limites de sommes - des intégrales dans le plan complexe
des p :

f(t) = I F(p)exp(pt)dp (3)
r

Si on sait ainsi exprimer f, la réponse est :

g(t) = J’r F(p)H(p)exp(pt)dp 4)

1.3 Méthodes symboliques

Calculer des filtres revient a déterminer une image de f(t) sur le
plan complexe. On a, alors, la solution :

image de la sortie = H(p) x image de |'entrée (5)
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La raison profonde du succés des méthodes symboliques est
qu’elles résolvent élémentairement le probleme des filtres (8 1.2).

La dérivation par rapport a t de I'équation (3) fait présumer que
f'(t)estliéa pF(p)...f"™\t) a p"F(p) ; d’oti une algébrisation du
calcul différentiel (par exemple équations différentielles), qui expli-
que les premiéres applications techniques du calcul symbolique.

1.4 Transformation de Laplace

Une correspondance classique est fournie par la transformée de
Laplace bilatére :

F(p) = J':f(t) exp(-pt)dt (6)

qui, a un facteur pres, s’inverse par la relation (3) : " verticale appro-
priée, o= Cte.

De fagon plus précise, F(p) est holomorphe (cf. [D 33]) dans une
bande verticale a < 0 < fdu plan des p :

— sif(t)=Olexp (at)] (t - «) ;

— sif(t)=Olexp (Bt)] (t - —)

—etsia<f.

Alors, en se bornant a f(t) continue, et avec I dans cette bande :

f(t) = E%T—j_]’rF(g) exp(pt)dp (7)

1.5 Premier cas particulier :
transformée de Laplace usuelle (TL)

Lorsque f(t) est causale (8 1.1) et que f(t) = O[exp (at) (t - =), la
relation (6) se réduit a :

f(p) = J’ :f(t) exp(—pt)dt (8)

holomorphe dans le demi-plan o> a et qui s'inverse, sous certaines
conditions (8§ 2.3.1), par:

OptjA

f(t) = Al\iin z—mI f(p)exp(pt)dp (9)
« go—jA

(pour tout gy > a).

Le calcul symbolique usuel est I'étude des propriétés et des
applications de la TL. Lintérét est que la TL est définie pour une
grande classe de fonctions, dont les fonctions usuelles [ Y{t), sin wt,
cos wt, exp (at)...], et, surtout, le calcul symbolique permet la réso-
lution directe des équations différentielles incorporant les condi-
tions initiales. Linconvénient est la servitude d'un domaine
d’holomorphie dépendant de la fonction transformée. Il résout enfin
directement le probléme du filtre (8 1.2) :

g(p) = H(p)f(p).

1.6 Deuxiéme cas particulier :
transformée de Fourier (TF)

Lorsque a < 0 < B, on peut intégrer I'équation (7) sur I'axe imagi-
naire p = jw = 2TV :
—_ A ~
f(t) = J\imJ’ f(v)exp(2mjvt)dv (10)
—w) 4
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avec
f(v) :J' (1) exp (2T vi)dt (1)

La TF joue un réle fondamental en théorie du signal. Elle
constitue une représentation harmonique (c’est-a-dire suivant la
fréquence v) des signaux. Malheureusement, dans une théorie
élémentaire, elle ne se préte pas a I'analyse des signaux usuels :
Y(t), sin wt... ; les signaux périodiques n’ont pas de TF.

La relation des filtres g (v) = H (v) f(v) est moins facile a exploiter.
Cependant, des généralisations diverses ont permis de surmonter
ces difficultés. La théorie des distributions (8 3.3.4.1), notamment,
en a fait un outil d'une puissance considérable, qui, en dehors de
certains domaines (automatique, par exemple), permet de se passer
du calcul symbolique.

1.7 Transformée en Z (T2)

Avec I'émergence des techniques numériques, il a fallu adapter la
TL, utilisée pour des signaux continus, au traitement des signaux
discrets représentables par une séquence numérique u (n), avec n
entier. C'est I'objet de la transformée en Z.

La TZ d’une suite u (n) représentant une action causale, c’est-a-
dire définie pour tout t positif, est la fonction de la variable
complexe z, notée Z{u, (n)}, définie par la série entiereen 1/z :

Z{un} = 5 un) o (12)

n
n=0 Z

et pour des actions non causales par la série de Laurent :

Ziuny = 5 42 hoz (13)
nEw 2

Le calcul de la transformation inverse, qui donne les u (n) a partir
de sa transformée U (z), entre dans le cadre général du développe-
ment d’une fonction complexe en série entiere ou en série de
Laurent selon le cas (cf. [D 33]). Il suffit d’adapter la formule donnant
le coefficient A, du développement de f(z) au développement en

1/z ;cela donne: -

S n-1
u(n) = 5 f V@2 dz 14)

C étant un cercle situé dans le domaine d’holomorphie de U.
La séquence numérique u (n) est obtenue par échantillonnage, a
une cadence T, d'un signal analogique f(t). Les formules (12), (13)

et (14) sont a rapprocher respectivement des formules (8), (6) et (7)
pourla TL ou le réle de exp(pT) estjoué par z.

2.1 Hypotheéses

La TL d’une fonction causale f(t), définie par la relation (8), au
sens d'intégrale de Riemann absolument convergente (t— )
suppose f(t) localement (c’est-a-dire sur tout intervalle fini) absolu-
ment intégrable. Il en est ainsi notamment pour (cf. [D 32], para-
graphe Analyse. Compléments sur l'intégration) :

a) f(t) continue par morceaux sur les intervalles finis ;

D 34 -3
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b) f(t) a variation bornée sur les intervalles finis ;
c) f(t) éventuellement infinie en un point, par exemple en t=0 ;
a
anrs,J- | f| est supposé convergent.
0
La fonction définie par la relation (8), absolument convergente
pour o= 0y, |'est pour tout o> gy. La borne inférieure de tous les o

de convergence absolue est I'abscisse de convergence a; d'ou
I’hypothése fd'ordre exponentiel arqui peut étre + o :

f(t) = Olexp(at)]
(D)l

On peut tirer parti, si elle existe, de la limite de In —r

Exemples :
exp(—tz) L= -

exp(tz) DO =+ oo

2.2 Notations

f(g), dit parfois image de f(t), se note aussi :
LA} = (LN (p) = Lf(p) (15)
f(t), dit aussi original de F(g), s’écrit, en fonction de son image :
AR = (€7 ) = 7 (D) (16)
Les électriciens utilisent aussi :

f(p) O (1)

Le tableau 1 donne les transformées de Laplace des fonctions
usuelles.

2.3 Premiéres propriétés

2.3.1 Holomorphie

f(g) est holomorphe dans le demi-plan { p : (0> a;)} . Il peut étre
commode d’écrire :

f(p) O H(ay

C’est dans ce domaine que doit étre pris le chemin d’intégration
des formules d'inversion. Ainsi, on a la relation (8) avec gy > ar La
TL est indéfiniment dérivable dans ce domaine :

) = (1) I: tf(t)exp (-pD)dt

Le tableau ci-apres donne des exemples.

f(t) );(E) af relation
1
Yt) b 0 (17)
Y(t)t/\ % (Aréel>-1) 0 (18)
1
t t R
Y(©) exp(pyt) pp, e{py (19)

L'exemple (17) montre la corrélation entre les voisinages de t = 0"
et de p = . Elle est générale (8 2.6.4).

Lorsque f(t) est de support borné, c’est-a-dire nul pour
t=1,>0:

af=—

La TL est une fonction entiere.

2.3.2 Propriétés indépendantes de la causalité

Linéarité

o - .
E'Zakfkﬂ _Zakfk (201

Exemple :
d'apres I'exemple (19), ona:

a) YUNYsinwy = -2 21)
prw
Y NDooswh = —o— (22)
prw
= PP ) ) . . ]
b)si f = 20 est une fraction rationnelle de poles simples p, :
~ A,
f = R S
Z(E‘Qk)
d'ou:
f(t) = Y(t)ZAkexp(,gkt) (23)

on suppose P de degré inférieur a Q.

Homothétie
Pour A réel positif :

LA} = %f%@ (24)
Translation de p
Avec p; = gy +juy ¢
C F(p+peh = exp(-pyt) (1) (25)

dans le demi-plan o> a;- gy.

Intégration

t
F() :J' f(r)dt

0
= _ fp)
(p) )
avec ap=max (0, ay.
Plus généralement :
t Thg 7
F(1) =IJ’ J’ f(r)drdr,...d1,_,
oJo 0
- f
F(p) = (f) (27)
P
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Tableau 1 - Transformées de Laplace

f(t)avec t=0 f(g) f(t)avec t=0 f(g)
o(t) 1
(A+1) oan A
rA+1 exp o Jp
A =222 () PO 24
t E)\+1 t/‘+14ﬂ ZD——a——DK/\ (a@)
n! 0 aZD
tn —r1 (@) eXP 710 2Ky(a,/p)
- t
DGZD ( [)
1 4ol exp(-a
1 5 eXP g TR
: = e
NG nan
m 14 2
At 7 TP 2 [ exp(-a,/p)
= tJt
1 i 0 #0 f[ EEZ ] P
- - exp [ = 1-0(a
Tt ﬁ) ><pD . a,|5exP 5 P ol (a”)]
] 0p°0
exp At — (3) O(at exp )j
p E,_A ( ) [Qa [1_(9[@:1
p gl
pta _ _
exp (—at)cos wt — o BED l_f_)(_‘?_(_i@
(p+a) +w y;a p
p a
cos wt = e) t
oot (aJ/t) p [2e, 2
w Arctan 22
exp (—at)sin wt 2 2 Si at Lp!
(pta) +w EEEEEe—
- p
) 1 2 0
sin wt 2 2 Ci at ——Iog% +10
p°+ W 2p T2 0O

[2 2 \Y
ch At — J, (at) a’ M
p =A 'p2+a2

v
A —y (p_A’pZ_az)
sh At 2 AZ I, (at) a ﬁ
P [?-a
- . 347
sin wt ex
7 Arctan,_:, Jo(avt) p[l LYen|
p
(1) AOC,Re({A >-1)
(2) nON
(3) AOC.
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2.3.3 Propriétés liées a la causalité

Translation de t
Pour A réel positif :

L A(t-A)} = exp(-pA) f(p) (28)

A
L{f(t+A)} = exp(pA) f(g)—exp(g}\)J- f(t)exp(—pt)dt (29)
0

Dérivation
Si f'(t) existe avec les mémes propriétés que f(t) et si f(0*) est
fini, on a [avec ag= max (0, apl :

L F(B} = pf(p)-f0") (30)

De fagon générale (avec les hypothéses ad hoc) :

n-=-1

ey = p"F(p)- 5 0" ! (31)
k=0

2.4 Propriété fondamentale

La convolée de 2 fonctions f(t) et g (t):

(f+9)(1) =I fin)g(t-1)dr = (g=hH)(1) (32)

se réduit, pour des fonctions causales, a :

t
(fxg)(1) =J’ f(D)g(t-1)dr (33)
0
La transformation de Laplace rameéne a un produit ordinaire :

(fx9)(p) = F(p) 9(p) (34)
[pour o> max (a5, ag)l.

Exemple : application aux filtres :
Sig(t)estlaréponse a f(t):

9 (p) = HEYF (p) (35)
S'il existe une fonction causale h (t) de TL H(p) :
g(t) = (h=h)(1) (36)

Un tel filtre est dit systéme de convolution. La signification de h (1)
est donnée au paragraphe 2.5.

2.5 Impulsion de Dirac (9)

C’est le modele mathématique de I'impulsion unité a ¢t = 0.

Dire que c’est une fonction d(t ), nulle partout sauf a I'origine (ou
elle est infinie) est acceptable, mais ajouter la condition

o(t)dt = 1 ne I'est plus. Une telle intégrale est nulle aussi bien

au sens de Riemann qu’a celui de Lebesgue (cf. [D 32] paragraphe
Analyse. Intégrale de Riemann et extensions diverses).

Dire que c’est la dérivée de I'échelon de Heaviside conduirait, en
utilisant I'exemple (17) et la relation (30) a :

3(p) = pY(p)-Y(0") = 1-1 =0

D 34-6

£.(6)

Y

Figure 2 - Impulsion rectangulaire d’aire unité quel que soit ¢

A la rigueur, on pourrait considérer I'impulsion rectangulaire
(figure 2) :
1
flt) = Z[Y(0) = Mt -e)]

z 1 - exp(-pe)
f(p) = ——=—" 1
(P) pe o

En fait, une définition correcte ne peut étre donnée que dans la
théorie de la mesure ou dans celle des distributions. Cependant,
c’est un outil précieux. On admettra donc qu’il existe un objet
mathématique, noté §, original de sa TL égal a 1. Il a pour propriété
d’étre une unité de convolution :

oxf=f,
au sens, ici, de :
5f = 1.f = f

En particulier, la réponse d'un filtre a I'entrée 8(t) serait, d’aprés la

relation (35) H(p)d(p) = H(p) -

C’est pourquoi h (t) a la signification d’'une réponse impulsion-
nelle.

2.6 Applications

2.6.1 Equations différentielles (ED)
Soit I'ED linéaire a coefficients constants avec 2"4 membre :

agX (1) + ... +a,x(1) = f(t) (37)

avec les conditions initiales : x (0%) = xg,...,.x "= " (0*) = x,, _ 1.
On utilise la relation (31) :

n k=1
> dn gkx OEDY x,gk_'_1 = f(p) (38)
k=0 i=0

qui est de la forme :

x (p)a(p) = f(p)+P(p) (39)

avec des polynémes P de degré n— 1 et Q de degré n.
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La solution, incluant les conditions initiales, a pour TL :

- f(p) . P(p)
x(p) = TE)JrTE) (40)
d’ou, explicitement :
x() = #0+B" W+ B By (@1)

Supposons que les zéros p, de Q soient simples. On a:

1 2 Ao
alp) ~ £,p-P5
5 nop B (42)
O
o(g) =Y 5750
(E) k:‘IE_EkD
avec:
1 0
A, =
K O'(Ek)E
43
LN @)
k ov(gk)g
Il en résulte de I'exemple (19) :
11 z
1100 =
F g = M0 3 AP
- (44)

Ooooooo

L 20 = 0 S Beex(p,d)
k=1

de sorte que :

n n

x(t) = f(t)= Y{t) Z Aexp(p,t) + Y1) z Byexp(p,t) (45)
k=1 k=1

La relation (40) est holomorphe dans le demi-plan o> max(ay,
04,...,0p). La solution n’est bornée, pour t> 0, que si toutes les raci-
nes sont dans le demi-plan o< 0. Elle correspond a la réponse a
f(t), d’un filtre stable régi par une équation différentielle telle que
I’équation (37) (par exemple, circuits a constantes localisées). On
sépare alors, dans I'équation (45) la partie forcée [par f(t)] de la par-
tie transistoire.

Exemple : circuit résonnant LC, régi par :
X"(1) + wix(t) = (D) (46)
x (0) et x (0) étant donnés.

L'équation (45) se réduit a :

t . .
x(1) =J’ % f(r—r)dr+x(0)coswt+x'(0)%‘*’f
0

2.6.2 Equations aux dérivées partielles

Ces équations seront supposées linéaires a coefficients constants.
Les TL par rapport au temps (compte tenu des conditions initiales)
ramenent a une équation différentielle en x (avec conditions aux
limites).

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

Exemple :

Ligne infinie : son régime consiste dans la répartition d'une tension
v(x, 1) et d'un courant i (x, t) dont on admettra qu'ils vérifient le sys-
téme d'équations aux dérivées partielles du 1°" ordre (systéme des
télégraphistes) :

—vy = Ri+Li;

o .
—iy = Gv+Cv,

(x,t>0) E (47)
0

La ligne est initialement au repos :
vix,0") =i(x,0") =0
et excitée a l'entrée x = 0% par une force électromotrice donnée
v(0tt) = V(t).

Le systeme (47) est communément accepté, avec les 4 constantes
lingiques R, L, G, C (résistance, inductance, conductance, capacité). En
fait, il n'a pas grand sens physique sauf en régime sinusoidal ou,
approximativement, en régime lentement variable.

Fixant d'abord x, on se raméne aux équations différentielles :

av(x, - 0
D) - Lo+ A ()
. 0 (48)
YD - cpigy(xp)
o = (Ce+ OV (xp)C
équivalent a :
.-
9" v(x, p) ~
—— =¥v(xp) =0
ox (49)

Fp) = ] av(x, p)
PP = TTETR Tox

OoOoodod

ol y= /(Lp+R)(Cp+G) est la détermination de la racine carrée

dont la partie réelle est positive.
Compte tenu de v(0, p) = V(p), ilvient la solution bornée :

v(x, p) = V(p)exp[-y (p)A]

~ %
[(00) = 7 Derl-y (2

Lp+R
avec Z(p) = %

L'exponentielle peut étre considérée comme une réponse impul-

i
0 (50)
0
0

sionnelle [\;(g) =1]: \;O(X, p) . de sorte que :
v(x t) = V(8) *vy(x, t) (51)

Cas particulier
« Ligne sans pertes : = G=0 (cas de I'équation des cordes
vibrantes) :

v(x,p) = V(p)exp(—/LCpx) (52)
d'ol d'aprés I'équation (28) :
v(x, 1) = V(t—JLCx) (53)

Le signal V se propage sans déformation avec la vitesse 1/(J/LC)
o Cable marin : L = G = 0 (cas de I'équation de la diffusion) :

v (xp) = V(p)exp(-/RCpx) (54)

d'ou (cf. tableau 1) :

2
0 RCxT
_ [RC. . P07 0
vl 1) = [V “‘ts‘/‘z“‘Y(t) (55)

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
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2.6.3 Calcul d’intégrales

En intégrant I'équation (24) par rapport a A, on peut établir, avec
p = o réel:

I itt)dt=J- f(o)do (56)

0 0

Exemple :

oo

“sinwt |, _ w _T
I——;—dt—J‘ > ZdU—E
0 ow +0
®  —at —bt ®
—e (0l __104s=1gk
dt J’Oﬂtﬁa a+1:DdU Iga

e _-—¢e
|
0

2.6.4 Lemme de Watson

(57)
(a, b>0)

Si f(t), continue sur R*, admet, au voisinage de 0, un développe-
ment de la forme :

fln =3 antA"_1

n=1

(A réel >0) (58)

on a le développement asymptotique :

- © )
f(p)0S a, —m (59)
n=1 E
d’ou notamment :
lim £ = F() = i 2o (60)
imt t) = Iim —F vy
ot o] o r()
Ainsi, si:
A=1: ‘I‘im pf(p) = f(0) (61)
Pl o
-1, lim Jpf(p) = lim Jmtf(t) (62)
2 lpf - T t- 0"

3.1 Notations

Dans des conditions a préciser, on associe a la fonction complexe
de tréel (par exemple : temps) f(t), la fonction complexe de v réel
(par exemple : fréquence) :

F(v) = S{AE = (FH(V) = FAV)

g
i 0 (63)
J’ f(t) exp (=2mjv)dt 0

qui est sa transformée de Fourier (TF).
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Les électriciens la considérent comme représentation spectrale
du signal f(t). La dénomination de spectre et abusive. Le spectre de
f(t) est, en fait, le support de la TF (adhérence de I'ensemble :

(v:f(v)#0 ).
Dans certaines conditions, on a la TF inverse :

fty = §HF (W = (37 F)(v) = FF(v)

(64)

I f(v)exp(Zrtjvt)dv

—00

o o

L'apparente simplicité, et la symétrie des formules, sont trompeu-
ses et la lecture des tables de transformées de Fourier doit étre pru-
dente (8§ 3.3).

e On écrit également :
F(w) = J' £(£) exp (< wt) dt
_1 :
f(t) = 7 F(w)exp(jwt)dw
ou, plus symétriquement :
1 .
F(w) = EJ’f(t)exp(—Jwr)dt
f(1) = %_Jﬁ(w)exp(jwt)dw
e On retient:
KAt} = F(-v) (65)

FFE() =F*(-v) (66)

Le tableau 2 donne des transformées de Fourier pour des fonc-
tions usuelles.

3.2 Formalisme des transformeées
de Fourier

Signaux réels
Ona:

f(v) = A(v) +iB(v) = C(v)explip(v)] (67)

avec A et C pairs, B et ¢ impairs :

o O
A(V) =J- f(f) cos(2mvt)dt B
. 0 (68)
B(v) = - f(t)sin(2nvt)dt§
g
Inversement :
f(t) = ZIM[A(v)cos(vat)—B(v)sin(vat)]dv
’ (69)

0

OoOooOooOood

ZJ'MC(V) cos[2mvt+ ¢(v)] dv

Toute reproduction sans autorisation du Centre frangais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
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Tableau 2 - Transformées de Fourier (1)

f(t) f (v
r(t) = 1 (1) (2) sin(TTV)
T tl<1/2 v
- Ol sin’(nrv/2)
6t = Bi-2 “are() 2 wy
exp(-at)Y(t) (a>0) 1
P a+2mjv
(alt) 2
exp(-a
P a + 4122
_ Tonl T 20
exp ( at?) J;expm aVD
2r2 Mool T2 T
exp (jat?) A[-aexp[_lm_ v 4]]}
A 2
il JM
sgnt (3) _.sgnv
Ve NI
.2
sgntr.(t) _gjSin (mrv/2)
v
20052nat 1 + 1
| lv—al Jv+al
2sinZT[at 1T 1
| lv—al Jv+a

(1) La relation §{f(t)} = f(—v) permet de lire la table dans les deux sens.

(2) 1 estlafonction indicatrice de I’'ensemble intervalle.
(3) sgn =signe.

Signaux pairs
f a méme parité que f. Si fest a la fois réel et pair :

f(v) = A() = ZJ.wf(t)cos(vat)dt
0

f(t) f
exp(—a./lt]) /3 cos(./4malV + TV 4)
JHl Jv
18 1
__1_ a DTZ
chat Ch[lg‘%
o
o oo T
(t2+a2)“1/2 2[5 \V\D —————EKA(Zna\v\)

rAA+5

exp(=2TtbA/ £ + a°)

2./t + &2

exp(2mjbA/ £+ az)

2 2
t"+a

cos(2mb £+ az)

Ky(2mad V2 + b%)

Tj H(On %na b? - v%er(v)

TN, %T{a b - v%rﬂ,( v)

21 al +2Ky(2man v2-b) 1,5 p(V)
sin(2mby £ + &%) S A
— S T[JO%T[H b* = v'gryp(V)
t"+a
ry5(1)
22 Jy(2mav)
2 2
a -t
Ty > (1)
e —miNy(2malvl)

JE -
COS(ZT[b/\/aZ - tz)
2

———————"1,,(1)

Tg(2manV? + b?)
Ja® -t °

1| exp(-2ma4/ b’ - vz)

(V)
T /.2 2
Jo(2mbA - a®) (1, (¢ by
o(2m @) 0e>a(0) sin(Znam)ﬂ )
————————Tys»

«/\/Z—b2

et f(t) = ZIWA(v)cos(ZT[vt)dt
0

Pour un signal réel impair, f(v) = jB(v), avec des formules
analogues en sinus.

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
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Exemple :
« Signal rectangle de durée 7:
O
_ Ln] 1
(= Y+ 30—V -500
in(rov) O (70)
o _ sin(mrv O
(V) = v B
« Signal triangulaire :
1 O
60 = B 2% 5
]
) O (71
6:(v) = Sin (ZT[TVZ/Z)H
v O
¥l exp(-ald) = 22— (72)
a +4myv
o R LNV i
slexp(-at) = J;expu— Py (73)
Translation de t ou »
BA(t-1)} = exp(-2mjvtg)f (v) (74)
F{exp(2mivet) = f(v—vy) (75)
Homothétie
Pour A réel :
N 12
B = o B (76)
Propriété fondamentale
F{frg(th = f(v) g(v) (77
FLAD() = (Fx9)(V) (78)
Conséquence. Relation de Parseval
J’ f(t)g *(Hdt =J' f (V) g*(v)dv (79)
et en particulier :
I (1) %dt :I I (v*dv (80)

Si, mathématiquement, la relation exprime la conservation d'un
produit scalaire et d'une norme, elle a une signification physique
importante ; I'énergie du signal est répartie sur les fréquences avec
une densité égale a :

A 12 )
Fwl* = 2w
Celle-ci est la transformée de Fourier de la convolée (65) et (66) :

F(O)*F*(=t) = J’m F(1)F*(1—t)d1 (81)

dite aussi fonction de corrélation de f(t).

3.3 Théorie de la transformation
de Fourier

Le lecteur pourra également se reporter au [AF 143] dans le traité
Sciences fondamentales.

D 34-10

3.3.1 Théorie élémentaire

Le dernier membre des équations (63), au sens d’intégrale de
Riemann impropre absolument convergente (cf. [D 32]), existe dés
que |f(t)| estintégrable.

f (v) est alors continue, bornée, nulle a I'infini. Elle est donc d'une
autre famille. Il n'y a pas de raison qu’elle soit absolument intégrable.

Les équations (64) ne sont donc légitimes que si |f (v)‘ est inté-
grable, auquel cas f(t) devra étre a son tour continue, bornée, nulle
a lI'infini. L'équation (70), par exemple, ne vérifie pas ces conditions.

Un cas d'inversion, plus général, est le suivant : si f(t) est a varia-
tion bornée sur tout intervalle fini (donc intégrable par Riemann), on
la récupére a partir de sa TF par :

A ~
|imJ’ f (v)exp(2mjve)dv
A-wl_a

(1)
(82)

0

VPJ' f (v)exp(2mjvt)dv

OOoOooooOoOod

la notation VP étant définie en [D 32] (8 Intégrale de Riemann et
extensions diverses. Valeur principale de Cauchy).

a) On a - du point de vue numérique — le désagréable phéno-
mene de Gibbs : de part et d’autre d’un point de discontinuité t,
la convergence, simple, se fait par ondulations de part et d’autre
de f(t), oscillations qui s’atténuent en se resserrant, sauf les
deux plus voisines de ty dont les amplitudes restent finies.

b) Il ne suffit pas qu’une fonction soit continue et nulle a
I'infini pour étre une TF, par exemple :

Og(v) = 1/Inv pour v=e,
0g(v) =v/e pour 0<v<e,
g —
og(-v) = —gv.

3.3.2 Dérivation

En dérivant I'équation (63) en v:

~f -0 10":m

SO} = ] £ ) (83)
corrélativement :

A0} = (2mv)"f (v) (84)

t"f(t) absolument intégrable entraine f(v) n fois continGment
dérivable ;

f(t) nfois dérivable entraine ;(v) = 0o(1/V") (v - ) (§1.1).

Une fonction est d’autant plus réguliere que la TF tend plus vite
vers zéro a l'infini. En théorie des distributions, on utilise des fonc-
tions a la fois indéfiniment dérivables et rapidement décroissantes a
I'infini (c’est-a-dire plus vite que tout v ~"). La TF conserve leur
ensemble.

a) Chaque dérivation revient a multiplier la TF par 2mjv, d’ou
I'emploi de celle-ci dans I'étude des équations différentielles et
aux dérivées partielles (8§ 3.4.2).

b) Ce qui précéde est a rapprocher du phénomeéne suivant
qu’on peut observer sur les équations (70) a (73) : une TF est
d’autant plus étalée que la fonction I'est moins. Les signaux
brefs ont des spectres larges. Un signal de durée finie ne peut
pas avoir un spectre borné.
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3.3.3 Role de l'intégrale de Lebesgue

L'intégrale de Lebesgue (cf. [D 32]) facilite la théorie des TF, moins
par le fait qu’elle permet d’'intégrer des fonctions sophistiquées que
par ses propriétés plus simples que celles de I'intégrale de Riemann,
notamment dans les problémes de convergence. La transformation
de Fourier a un cadre beaucoup plus naturel dans I'espace vectoriel
£ (R) qui est complet pour la norme :

1914 :f’ 70 dt

En fait on opére sur des classes de fonctions équivalentes au sens
de I'égalité presque partout, c’est-a-dire de distance

|-l = 0.

Inversion par noyaux de convergence : soit une suite {¢, (t)}, ¢,
réelle positive paire, dont I'intégrale sur R est égale a 1 et vérifiant
la propriété de concentration :

h
Oh>0 ;J' ¢(Bdt - 1
—h n-o

La suite des convolées ¢ * f, fintégrable, converge alors vers fau
sens de la norme précédente.

Corrélativement :
$.(v) = 1 avec ¢, (V)F(v) - F(v).

On peut choisir des rﬁn tels que les produits qgnf restent intégrables
méme si f ne I'est pas. On récupeére alors f(t) par la limite :

(1) = lim {6,V (v} ]
o - (85)
= |imJ’ 6(V) (V) exp(2mjve)dvL]
n-ol 0
Exemple :
o cf. relation (71) :
6, = 5-Ur, v
.2
_ sin“(1nt)
¢N(t) - 'l'[znf2
n ~
f1) = nlim-[ %—%Ef(v)exp(anvt)dv (86)
3 I
« cf. relation (73) :
(ﬁ”(v) = exp(—vz/nz)
¢,(t) = nJmexp(-18n?t?
) “ . O 2 .0
f(t) = nmJ’ f (v)exp-— + 2mjvddv (87)
noof O n O

Cette méthode, extrémement puissante, peut étre utilisée en
calcul numérique. En théorie des distributions, les ¢, conver-
gent dans un certain sens, vers le 0 de Dirac, unité de convolu-
tion (une suite telle que {¢,} est dite unité approchée). Il apparait
ainsi que la TF de d serait 1.

On peut étre tenté par une théorie qui ferait jouer des réles
symétriques a fet f. Lemploi de I'espace ¥? des fonctions de
carré intégrable le permet. Il n’a pas un grand intérét technique.
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3.3.4 Généralisations

3.3.4.1 Distributions

Avec cette théorie (L. Schwartz, 1947) la TF devient un outil extré-
mement puissant. Des fonctions usuelles telles que f(t) = Cte, Y{t),
sin ait,... qui n‘ont pas de TF au sens ordinaire, en ont une au sens des
distributions. Il en est de méme d’étres mathématiques plus géné-
raux que les fonctions, dérivables dans un certain sens, tels & [noté
aussi, mais symboliquement, & (t)], & (n(t), 5 (t-a) = 740 (), etc. dest
lui-méme la dérivée de Y{t) . On établit ainsi le tableau qui suit.

f f
1 3 (v)
0 _10"sm
tn o ET—[jD d 1%
exp (2mjat) d(v-a) (88)
cos (2mjat) [d(v-a)+d(v+a)l2
sin (2rjat) [6(v—-a)-3d(v+al2j
S (t) 1
3 (¢) (2mju)"
d(t-a) exp(- 2mav)

En fait, les physiciens et les ingénieurs utilisent de tels résultats,
méme si leur justification laisse parfois a désirer. La transformation
est d’'un emploi plus simple et plus sGr que la transformation de
Fourier usuelle. Elle rend pratiquement inutile la transformation de
Laplace (8 2), sur laquelle elle a I'avantage d'étre parfaitement
symétrique (ce que la TF usuelle n’est pas), de s’appliquer aux fonc-
tions causales ou non, de prendre aussi bien en compte des condi-
tions initiales...

Les relations (88) justifient I'écriture :

I exp[2mj(y—y')x dx = 8(y—y')

rencontrée en physique quantique.

Ce tableau donne un sens a la TF d’un polynéme.

Les signaux, cas particuliers des fonctions dites presque pério-
diques, combinaisons linéaires d’exponentielles, ont une TF :

~ 0O . 0
& DZAkexp(Zm v to = ZAké(v—vk) (89)
i 0

interprétée comme spectre de raies. En particulier, pour les
signaux périodiques, vy = k/T:

<\-D . _ k
IYBZAkeXp%"”‘ T% = ZA@E"-TE (90)

3.3.4.2 Transformée de Fourier-Stieltjes

Quoique cas particulier de la précédente elle ressortit a I'analyse
classique. On la rencontre en probabilités (fonctions caractéristi-
ques). ¢ (t) étant une fonction a variation bornée sur tout intervalle
fini, par exemple une fonction réelle croissante, on définit :

o) =J' exp (=2mjv)d (1) (91)

La transformée de Fourier usuelle est le cas particulier ¢ (t)
dérivable :

do (t) = ¢ (t)dt.
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Un autre cas est celui d’une fonction de sauts :
dg (t)=0
sauf d¢ () = a, ou :

@(v) = Z a,exp(-2mjt,v) (92)

est une fonction presque périodique.
On pourrait, de fagon analogue, considérer :

o

G(9) =J' exp(2mjvt)dg (v) (93)

qui se préte a la représentation des signaux dont les spectres sont
indifféremment continus, de raies ou le mélange des deux. Dans ce
cas, on prend g (v) fonction réelle croissante, fonction spectrale du
signal G (t).

Exemple : avec I'échelon de Heaviside :

vy =0,
dv(o) =1,

|"équation (91) donne :
@) =1.

C'est une autre facon, rigoureuse, de justifier que 1 est la transformée
de Fourier de d.

3.4 Applications

3.4.1 Equations aux dérivées partielles

Exemple : probleme de Dirichlet : il s'agit de trouver une fonction
harmonique u (x, y), dans le demi-plan y > 0, avec, sur la frontiere
y =0, des valeurs prescrites :

ulx, 0%) = f(x)
La transformée de Fourier en x, G(A, y) de:

2 2
au=244 0 (94)
ox~ 0y
conduit pour A fixé a I'ED :
d20 2.2~
Cl-ar’A’i=0 (95)
dy
de solution bornée :
G (A y) = f(A)exp(=2mAy) (96)
vérifiant :
4(2,0%) = f(A)
Alors, compte tenu des relations (72) et (77), il vient :
1 y
ulxy) = F)s—L— = = f(x)—L——dx* (97)
YY) Y (X =x) 2y

3.4.2 Théorie du signal

3.4.2.1 Relations d’incertitude
Soit f(t) réel d’énergie finie (c’est-a-dire de carré intégrable).
L'équation (80) donne, aprés normation :

J’ fz(t)dt:I F )% dv =1

D 34-12

Interprétant 2 (t) comme une densité de probabilité avec un
centre t, = tfz(t)dt, de part et d’autre duquel s’étale le signal, la

variance :

T2= J'(t—to)zf2(t)dt

définirait une durée utile : (ty— T, tg + T).
On peut, de méme, définir un spectre utile (- F, F) :

F2 = J’vz\?(v)\z dv

L'inégalité de Schwarz conduit a la relation dite d’incertitude
(c’est le méme calcul qu’en physique quantique) :

TF=— (98)

qui montre que la corrélation signal bref-spectre large (ou inverse-
ment) est un phénomeéne général.
3.4.2.2 Signaux de spectre borné

Soit f (v) nul hors d'un intervalle (- F, F). Le signal f(t) est une
fonction entiére qui a deux propriétés importantes.

Théoreme d’échantillonnage : f(t) est entierement déterminée

. . On0O
par la suite de ses valeurs aux instants @D avec n0Z.
O

_ < ;000 sin[m(2Ft—n)]
i = 3 fom “wer-n) (99)
n=—wo
Théoréme de Bernstein : si (t) est, en outre, borné :
[f(t) <M

il en est de méme de toutes ses dérivées (f entiére est indéfiniment
dérivable) :

lF¥ ()| < enF)"m (100)

Le théoreme signifie que les signaux a spectre borné ont une
variation lente (due au filtrage des hautes fréquences).

3.4.2.3 Signaux causaux

f(t)=0, pour t <0, implique que A (v) et B(v) sont liés par une
transformation dite de Hilbert :

A(V) = 1nVPJ' %dv'
- (101)

v—Vv'

OoOooOooOod

B(v) = —1]TVPJ’ AW gy

—c0

Le symbole VP (cf.(§8 3.3.1)) a été défini au [D 32].

Le lecteur pourra également se reporter au [AF 141] dans le traité
Sciences fondamentales.
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4.1 Séries trigonométriques
Ce sont des séries de la forme :

t . t
7_—%+ bnsm%nn —T—HJ (102)

a o
-+ a cos%nn
205 [on

ne

Le terme d’'indice n étant de période —, T est une période
commune a tous les termes. n

Il est plus commode de I'écrire sous la forme complexe :

S A,exp2min % (103)
n=-o
en prenant :
a,—jb

= Afn = T" (104)

Lorsque la série des modules Z‘A”‘ converge (ou la série

2 lanl+
vers une fonction continue f(t) périodique, de période T. On a alors,
sur tout intervalle I égal a une période :

1 ot
A =5 f(t)expH-2min ngt (105)

1

Oou encore :
2 t

a == f(t)cos 2mn T‘adt (106)

I
b, == f(t)sm%nn —Ddt (107)

Ap = ap/2 est la valeur moyenne de f(t) sur une période.
On prend habituellement :
I=(0, T)oul=(-T/2, T/2).
Ce sont les formules de Fourier.

4.2 Série de Fourier (SF)

Inversement, a toute fonction périodique, intégrable sur une
période, f(t), on peut associer, par I'expression (105), la suite {A,(f)}
de ses coefficients de Fourier et, formellement, sa série de Fourier
(SF) :

()= 3 A exp2min Ttg (108)

Il n'est pas évident que la série converge (simplement, en
moyenne, en moyenne quadratique, etc.) ni que sa somme soit
précisément f(t). Si oui, f(t) est représentée par son développe-
ment en SF.

La convergence est celle des suites partielles :

N
.t
S =y A (fyexp2min TB
n=-N
La fonction de départ peut n’étre définie que sur un intervalle

borné, par exemple (0, T). On peut encore lui associer sa SF. Celle-
ci est périodique et représente, indifféremment, f(t) sur (0, T) ou la
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somme des translatées, ZTan(t), périodique, sur R, ou inverse-
n
ment, une fonction périodique ou son motif restreint a une période.
Toutefois, la continuité doit impliquer :
f(0)=f(T).

Les cas de f(t) continue ou a variation bornée (cf. [D 32] Notion
du presque partout) suffisent pour la pratique (en fait, on ne rencon-
tre guére que des fonctions continues par morceaux sur chacun des-
quels le nombre des maximums ou des minimums est fini).

4.3 Propriétés

Dérivation et intégration

L'intégration terme a terme renforce la décroissance des coeffi-
cients. Toutefois, une primitive n’est périodique que si Ag=0.

On peut dériver terme a terme, pourvu que la série obtenue soit la
série de Fourier de f'(t).

Translation

Soit f(t—a)=g(t). Onalaregle:

A9) = expD—Zan A o) (109)

En particulier, pour :

a=7T/2 A (g) = (-1)"A, () H
a=T/4 A (9) = (-))"A, () E (110)
a=-T/4: A(9) =i"A,f) 5

Convolutions
La convolée de 2 fonctions f(t) et g (f) de méme période T est
définie par:

T T
(Fxg)(1) = h(t) = %J’ () g(t—t)dt' = %I (=t g(r)dt (111)
0 0

celle de 2 suites par:

i |
(A}«(B) =C, =05 A.B, .0 (112)
Alors :
An(fxg) = A (NA.(9) (113)
{A(fa)} = {A (D} ={A (9} (114)
On en déduit le théoréme de Parseval :
1 ! 2 ° 2
—T—J’o\f(t)\ dt = n:z_w\é\n\ (115)

qui, outre sa signification énergétique, trouve sa véritable portée

dans I'espace 82(0, 7.

4.4 Calcul

4.4.1 Symétries

Elles sont indiquées tableau 3.
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Tableau 3 — Symétries

Fonctions paires

fl-t)=f(t) :b, =0

-
f(=t) = (1) et f%—% =f(t):b,=0 et ay,,;=0

f(—t) = f(1) et fEET—% = f(t): b, =0 et a,, =0

4.4.2 Relation avec les transformées de Fourier

Le motif g (t) = f(t)ry-(t) admet une TF (par exemple tableau 2).
Les coefficients de Fourier de f(t) sont alors donnés par :

- 1-0nm
A, = 7950 (116)
Exemple :
« Créneau (figure 3 a) :
(a=1/T); 9(1) = (1)
D’apres la relation (70), on a :
- _ sin(mtv)
g(v) = v (117)
d'ou, compte tenu de I'expression (103) :
_ 2 @ sm(nna tn
f(t) = a+t— Z cos%rm 70 (118)
« Dents de scie (figure 3 b) :
a=1/T a(t) = 6,(1)
D’apres la relation (71), on a :
a, 4 < sin“(nma/2
f(t) = R z¥cos%nn B (119)
1

Tma n

@ dents de scie

@ créneau

Figure 3 - Signaux périodiques

4.4.3 Relation avec les fonctions analytiques

Associons a f(t), de période 2m, f(z) = f(t+]y) qu’on supposera

holomorphe dans une bande horizontale: a <y < (3.

Fonctions impaires

f(-t)=—f(t) ta, =0

f(=t) = —f(1) et fEET—% =f(t):a, =0 et by, =0

f(~t) = —(1) et fEET—% = f(t)1a,=0 et by,,; =0

Par la transformation z = —jInu il vient:
fl-ilnu) = F(u)

holomorphe dans la couronne exp(-a) <|u| <exp(-f).

A la série de Laurent de celle-ci (cf. [D 33]) :

Fu)= 3 (Au")

n=—o

correspond :

0

f2) = 5 [Anexp(inz)]

n=—oo

Si a < 0[ce qui suppose f(t) analytique], on retrouve la SF pour

y=0.
Exemple : série de Fourier de :
F(f) = e | 4] <1
1—-2Acost+A
Il suffit d'observer que :
1-A2+2jAsint
1-2Acost+ A2

1+Aexp(jf) _
1T—Aexp(jt)

donc de partir de :

1-Az
n=1
d'ou la partie réelle :
(1) = —+
1222 122 ot
On a de méme :
st - Z A" Vsinnt

1-2Acost+ A’ n=1

4.5 Applications

4.5.1 Formules sommatoires

(120)

(121)

Soit ¢ (t) de transformée de Fourier #(v). Les sommes de trans-
latées ¢ (t— nT) et (v—nF) sont des fonctions périodiques. On a :

Y 9(t-nT) = % ;

n=-—o

SHv-nF) = 259

”MS

exp%mn FO
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(123)



qui généralisent les SF, appliquées ¢ (t) de support (0, T). On peut
changernen-n

Pour t=0, T=1, on retrouve la formule de Poisson :

> o(n) =% 8(n) (124)

qui permet de calculer les sommes de certaines séries, notamment
d’accélérer leur convergence.

Le théoreme d’échantillonnage est une application de I'équation
(123), au cas de @ de support borné (- F, F). Il suffit de prendre la
transformée de Fourier inverse de :

: A 0
¢ (V) =3 ¢ (v-2nF)rye(v) 0
" . (125)
1 voO
= 37 2.9 Gptrar (Vexpmin 7250
n
4.5.2 Probléme de Dirichlet sur un disque
On cherche u (r,0), sur le disque unité, vérifiant :
2 2
Au:()_ll+lg_l‘_’+lg_l;l (126)
ar ror 2 962

et prenant, sur le contour, des valeurs prescrites: u (17, 6) = f(6).
u est périodique, de période 21, en 6. Pour chaque r, on a la SF:

u(r, ) = z A,(r)exp(jn6) (127)

n=—o
L'équation (126) entraine :
" ' 2
2AT(r) +rA (=n"A,(r) =0
vérifié :

— par rn pourn¢0
— parin r+ Ctepour n=0

la régularité en 0 impose donc Ay(r) = Cte.
On peut donc écrire I'équation (127) sous la forme :

u(r, §) = ZAnr‘”‘exp(jne) (128)
n
Pourr=1,onales A, par:
f(6) = z)\nexp(jne) (129)
n
Or, d’apres I'équation (120) :

0

1—r2

zr‘"‘ exp(jn6) = 1+2 Y r"cosnf = —————  (130)
Ty 1-2rcos@+r?
D’ou, suivant la relation (114) :
2
u(r, 6) = f(6) x ———=L
1-2rcos 6+ r? (131)
e 1-r2 .
= o) de
2y, 1-2rcos(6—@)+r?
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5.1 Domaine d’holomorphie de la TZ

La définition de la TZ [relation (12)] suppose la série entiére
. ’ L. it n
convergente ; on sait qu'une série z u(n)x" converge sur un

n=0
disque centré é I'origine et dont le rayon est éventuellement infini.

rieur d'un disque de rayon R.

Puisque c’est — que I'on doit borner, il y a ici convergence a I'exté-

Pour les signaux non causaux, la série de Laurent [relation (13)]
converge a l'intérieur d’'une couronne

<|g<R,.

5.2 Exemples fondamentaux

Les deux suites ci-aprés jouent un roéle analogue a celui de la
distribution de Dirac 6 (8 2.5) et de la fonction échelon de Heaviside
Y (8 1.1) pour la TL.

Suite de Dirac 6=1{1, 0,...,0,...}

Bien que ce soit un abus d’écriture, il est d'usage de la noter
comme la distribution associée, la confusion n’étant guére possible
dans la pratique. La série se réduit a son premier terme, les autres
étant nuls :

Z{dr =1 (132)
convergence pour tout z.

Suite échelon unité Y ={1,1,...,1,...}

- . o . 1
La TZ est une série géométrique de raison p dont la somme et le
rayon de convergence sont bien connus : <

z
-1

(133)

2 =5

N l_‘
| —_
IN =

convergence pour |2 >1.

5.3 Transformée d'une fonction
échantillonnée

La suite soumise a la TZ représente la numérisation d’un signal
f(t) al'entrée d'un systéme de transmission.

Cette numérisation est obtenue par échantillonnage d’une fonc-
tion continue fselon une période T (figure 4), c’est-a-dire qu’on ne
retient que les valeurs f(nT), nO O :

fX= {0, AT), f(2T), ...f(nT), ..} .

La définition (12) nous fournit la TZ de la séquence échantil-
lonnée f*

Zfy = 3 f(”T) (134)
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f(t)
f(nT)

of T 2T nT

Figure 4 - Echantillonnage d’une fonction continue f

Lien avec la transformée de Laplace

La formule (134) est en fait I'adaptation de la TL a la suite
numérique f? ; on peut écrire (134) a I'aide de la suite de Dirac

retardée de nT:

fr(n) = S f(nD3(t-nT) (135)
n=0
En effet, pour t = kT (k entier), le seul terme non nul de la somme
est obtenu pour n= ket on a alors f;e(k) = f(kT).

Pour tout t # kT, tous les & sont nuls.
Par analogie, posons :

¢ = Y fnT)d(t-nT)

n=0

0 désignant maintenant la distribution de Dirac ; appliquons a ¢
laTL:

b)) =y fnN3(t-nT)

n=0
D’apres la formule du retard (28), on a :

S(t—nT) = exp(-pnT)

et, en posant exp(pT) = z :

8(t-nT) = L
4
d'ou:
= y o0
n=0 %

formule qui rappelle (134).

5.4 Propriétés

La transformée en z étant I'adaptation aux suites de la trans-
formée de Laplace d'une fonction, les propriétés entre ces deux
transformations sont trés voisines.

5.4.1 Linéarité

uq et u, étant deux suites et a; et a, deux nombres quelconques,
ona:

Z{ajuy +ayuyy = a;Z{us} +a,Z{uy} (136)

La démonstration est immédiate a partir de la définition.

5.4.2 Suite avancée de k termes

Une suite avancée de k par rapport a une suite {u(n)} (figure 5), est
la suite obtenue en supprimant les k premiers termes de la suite
{u(n)}, c’est-a-dire la suite v ={u(n + k)}.

On a alors :
k=1
Zlu(n+k} = Z*Z{u(n)} - v u(p)z" (137)
m=20
et, en particulier :
Z{u(n+ 1)}y = zZ{u(n)} —zu(0) (138)
Démonstration :
G R
n=0 < = Z
En posant n+ k= m, il vient
© © k=1
Z{u(n+k} = 2* s U(:) = ngz U(g)_ U(T)DD
m=k Z Un=o 2 m=o0 2z U
k=1
= 74 - > u(myz* "
m=0

5.4.3 Suite retardée de k termes

La suite v obtenue (figure 6) a partir d’'une suite u ={u(n)} en
posant :
v(n) = u(n-k) si n=k
v(n) =0 si n<k
est dite retardée de k termes par rapport a u.

u étant avancée de k par rapport a v, appliquons (137) avec les k
premiers termes de v nuls ; il vient :

Z{u(n-k} =

Ak A (139)

z

Si on suppose I'existence de u (- 1),...,u (- k) non nuls, l'inversion

de (137) donne :

u(m k)

Ziu(n—ky =4 “(”)} + z (140)
u={u(0), u(1), ... ouln), L}
v=A{u(k), ulk+1),.. ..uln+k), ..}

Figure 5 - Suite avancée de k termes

u={u(0), u(1), ..., ulk), ..., u(n), ...}
v={0,0, ... ,u(0), ..., uln=k), ..}

Figure 6 - Suite retardée de k termes

Toute reproduction sans autorisation du Centre frangais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.

D 34-16

© Techniques de I'lngénieur, traité Génie électrique



5.4.4 Multiplication par une exponentielle

Soit u = {u(n)} une suite dont nous notons la transformée en z:
U(2) etsoit V(2) latransformée de v = {g”u(n)} ,ona:

o

a'u(n) 2 y(n)
Vi = =
@ % z" % (z/a)"
d'our:
v(n) = a"u(n) 0 W(z) = U%H (141)

La transformée de {g"u(n)} s’obtient en remplacant z par z/a
dans la transformée de u ; en particulier :

Z{ah = —_Z—— (142)

5.4.5 Multiplication par la suite {0,1, ...,n, ...}

Soit U (2) la TZ d’'une suite {u(n)} :
U =3y umz”
n=0
Sa dérivée, dans le domaine de convergence, est la série :

)

du(2) _
dz

Z —nu(n)g_"_1 = _71 z nu(n)z"

n=1 n=1

On peut sans inconvénient débuter la sommation a I'indice 0, d’ou
le résultat :

dU(2)
U(2) = Z{u(n)} O -z dzﬁ = Z{nu(n)} (143)

5.4.6 Produit de convolution
de deux séquences numériques

Par analogie avec le produit de convolution de deux fonctions
intégrables (8 2.4) et nulles sur R_ : le produit de convolution de
deux séquences

u={u(n}etv={v(n)}

se définit par:

n
(uxv)(n) = z u(k)v(n—k) (144)
k=0
La transformée du produit de convolution est donnée par :
Z{u.} = Z{u Z{V} (145)

Démonstration
Partons des transformées de uet v:

Z(u) = ZH_(LQ

n
n=0 Z

Z(v) = Z V(I’:)

n=0 Z

n
le terme en z ™" du produit Z{u} Z{v} a pour numérateur ZU(k) v(n—k)
k=0
n

n Zu(k) v(n-k)

ce qui nous donne Z(u)Z(v) = z
n=0 z

n'est autre que Z{ ux} , transformée du produit de convolution (144).

- et cette expression
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Pour des séquences u et v échantillonnées a la méme cadence T,
la relation (145) devient :

Z{usv(nT)} = Z{u(nT)} Z{v(nT)} (146)

5.4.7 Théoréemes de la valeur initiale
et de la valeur finale

A I'extérieur du rayon de convergence, quand \g\ - o ,soninverse

. o u(n) .
tend vers 0 et la série z % , si elle converge, tend vers u(0).

n=0 Z

C’est le théoreme de la valeur initiale : sous réserve de |'existence
de la limite,

Lim(Z{u(n)}) = u(0)

|7 -

(147)

On démontre, sous réserve de |'existence des limites, le théoreme
de la valeur finale :

-1
Lim (=2 u(m} ] = Limu(n) (148)

Cela suppose, notamment, Z{u} holomorphe au voisinage du
disque unité.

5.5 Transformées usuelles
Le tableau 4 donne les transformées en Z pour différentes suites.

Tableau 4 - Transformées en Z

Domaine

Suite u (n) Transformée en Z de convergence
5(n=(1,0;...;0;...) 1 Convergente [z
z
Y(n)=(1,1;..;1;...) 707 |74 >1
Y{n—-k) S EEX
=(0,..,0;1;1;...) 2 (z-1) -
z
u(n) = 2" P 14>
z
= — 4>1
z
u(n) = ngn_1 (z-a) ERdE
z
u(n) = n (Z 1)k+1 ‘g‘>1
k k z
u(n) = €y a"” (o) 14>1al
n n
a -b z
-2 —Z —_— Zl>sup(lal ; |b|
U(n) §_9 azb (g_a)(g_g) ‘7‘ p(L 7‘)
2_
u(n) = cos(an) £ 720084 |4>1
2 z
Z"—2zcosa+1
zsina ‘ ‘ 1
u(n) = sin(an S — z >
") (am g2—2gcosa+‘l )
D 34-17



MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

5.6 Inversion de la TZ

L'emploi de la formule d’inversion (14) nécessite d'étre au clair
avec le développement analytique cherché pour U(z) ; en effet, le
domaine d’holomorphie de U peut étre plus vaste que celui de la

- u(n . .
série Z——(;) qui, rappelons-le, est une couronne pour un dévelop-
n Z

pement en série de Laurent et I'extérieur d’un disque pour un déve-
loppement en série entiére.

Indiquons deux procédés élémentaires couramment utilisés,
surtout pour les fractions rationnelles, et qui évitent I'emploi de (14).

5.6.1 Décomposition de U(z)

U(2)
La décomposition en éléments simples de T’ permet de

trouver les u (n) a partir d'un tableau des transformées.

Exemple : original de :

z
YO e
La décomposition :

U(2) 0O 0

-1 gl 1]

"z T a-blk-a z-B)

N R ) z Z .
fournit I'original de U a partir de ceux de CED) et @D (tableau 4) :
_a-b"
u(n) = a=b

5.6.2 Développement en série de U(z)

L'exemple précédent, applicable a toute fraction 2rationnelle, peut
aussi étre obtenu en effectuant la division de z par [z" —(a+ b)z+ ab]
suivant les puissances décroissantes.

Cette division n’est qu'un cas particulier de développement en

- 21
série par rapport a 7

Exemple : original de :

z 1
U2 = s57ew

oo -

1 o
De eXpDED — . on tire :

o nz

1 s

_ 0ayo OO0 =
U(z)—D1+— expe= = 1+

B 0 A7 Z(n—1)!zn nZ"
d'oules u(n):

n+1
n

g
-0
O

WIN

.0
u(n) = c'est-a-dire 1, 2,§,
D 2

5.7 Applications

La résolution approchée des équations différentielles et des équa-
tions aux dérivées partielles conduit, aprés discrétisation, a résoudre

des équations récurrentes linéaires a coefficients constants (ou
équations aux différences).

Ces équations interviennent également pour le traitement et la
résolution des filtres discrets.

5.7.1 Equation récurrente linéaire a coefficients
constants

C’est une équation dans laquelle une suite inconnue y (n) doit
satisfaire une relation du type :

y(n)+ay(n-1) +...+ ayy (n—N) = x(n) (149)
en supposant connues y (- 1),..., y (- N), données jouant le role de
conditions initiales.

Dans la relation (149) :

— les a sont des constantes réelles ou complexes ;
— x (n) est une suite donnée, I'entrée d'un systéme par exemple.

En transformant (149) par la TZ a I'aide de (140) pour les termes
y (n— k), on obtient
Y(2)=H(2) X(2) - H(2) F(2) (150)

avec X (z) et Y(2) les TZ respectives de x (n) et de y (n),
H (2) et F(2) fractions rationnelles suivantes :

1
N

1+ z akg_k
k=1

N -1

F(z) = z a, Dz y(m-k)z~
k=1 Hh=o

H(z) =

(151)

OJoOooOoOood

och

Exemple : résoudre :

y(n)=3y(n—=1)+2y(n-2) = Y(n) (E)
sous les conditions initiales :

y=1="1;
y(=2)=2
Soit Y(2) la TZ de y (n).
D’apres la relation (140) :
=Y =Y
Ay(n=-1} = g+y( 1) ZH
_Y yn) - Y 1
et Z{y(n-2} = ;"'V(—Q)"' z - ;"'2"'}
D'autre part,ona: B
7 _ Z
{Y(n}t = z=1"
La TZ appliquée a (E) fournit :
2;2—g3

Mo =
2(z=1)(z"-3z+2)

et, en simplifiant par z(z-2) :

Y(2) z
zZ) = — .
- (z-1)

Le tableau 4 nous fournit alors la solution de (E) :
y(n)=-n.
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5.7.2 Filtres discrets

Revenons au probleme du filtrage évoqué au (8 1.2) lorsque les
grandeurs a traiter sont des quantités discrétes.

Donnons-nous un filtre régi par une équation du type de (149)
mais ou la sortie y (n) dépend de I'entrée actuelle x (n), de K entrées
passées et de N sorties passées :

y(n)+ay(n=1) +...+ ayy(n-N)
=x(n)+ bix(n-1) + ... + bgx (n—K) (152)
Un tel filtre dépendant des sorties passées est dit récursif.

Comme pour (149), avec les mémes notations, I'équation trans-
formée admet encore pour solution :

Y(2)=H(2) X(2)-H(2) F(2)

mais avec, cette fois :

H(z) = —-’-"-iNL————- (153)
1+ Z akg_k

Le premier terme, H (z) X (2), correspond a la réponse du filtre a la
sollicitation x (n) en I'absence de conditions initiales :

y(=k =0 pour 1<k<N

Le second terme, — H (2) F (2), est la solution de I'équation homogéne
associée, c’est-a-dire en supposant nul le second membre de (152).

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

H (2), qui caractérise le filtre, est appelée fonction de transfert du
filtre discret.

Comme pour la TL (§ 2.4), si on considére que H (2) est la TZ d'une
suite h (n), alors la sortie y (n) correspondant a x (n), en I'absence de
conditions initiales, peut s’écrire :

y(n) = (h*x)(n) (154)
puisque :
Z{(h=x)(n)} = H(2)X(2) = Y(2)

En particulier, avec la suite de Dirac &n) en entrée, on obtient en
sortiela TZ:

Z{(hx3)(n} = H(2) (155)

et la sortie h (n), qui caractérise le filtre, apparait ainsi comme la
réponse a la suite de Dirac & ; h (n) est appelée, comme pour la TL
(8 2.5), réponse impulsionnelle.

Causalité ou réalisabilité du filtre

Le filtre est réalisable si sa fonction de transfert H(z) est holo-
morphe a I'extérieur d'un disque de rayon R ; les singularités de H(z)
sont alors a l'intérieur du disque.

Stabilité

Pour que le filtre soit stable, il faut et il suffit que le cercle unité
|z] =1 soit entierement situé dans le domaine d’holomorphie
(couronne ou extérieur d'un disque selon le cas).

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.

© Techniques de I'lngénieur, traité Génie électrique

D 34-19



	Mathématiques pour l’électricien
	1. Généralités
	1.1 Notations
	1.2 Problème des filtres
	1.3 Méthodes symboliques
	1.4 Transformation de Laplace
	1.5 Premier cas particulier�: transformée de Laplace usuelle (TL)
	1.6 Deuxième cas particulier�: transformée de Fourier (TF)
	1.7 Transformée en

	2. Transformée de Laplace
	2.1 Hypothèses
	2.2 Notations
	2.3 Premières propriétés
	2.3.1 Holomorphie
	2.3.2 Propriétés indépendantes de la causalité
	Linéarité
	Homothétie
	Translation de
	Intégration

	2.3.3 Propriétés liées à la causalité
	Translation de
	Dérivation


	2.4 Propriété fondamentale
	2.5 Impulsion de Dirac (d)
	2.6 Applications
	2.6.1 Équations différentielles (ED)
	2.6.2 Équations aux dérivées partielles
	Cas particulier

	2.6.3 Calcul d’intégrales
	2.6.4 Lemme de Watson


	3. Transformée de Fourier
	3.1 Notations
	3.2 Formalisme des transformées de Fourier
	Signaux réels
	Signaux pairs
	Translation de
	Homothétie
	Propriété fondamentale
	Conséquence. Relation de Parseval

	3.3 Théorie de la transformation de Fourier
	3.3.1 Théorie élémentaire
	3.3.2 Dérivation
	3.3.3 Rôle de l’intégrale de Lebesgue
	3.3.4 Généralisations
	3.3.4.1 Distributions
	3.3.4.2 Transformée de Fourier-Stieltjes


	3.4 Applications
	3.4.1 Équations aux dérivées partielles
	3.4.2 Théorie du signal
	3.4.2.1 Relations d’incertitude
	3.4.2.2 Signaux de spectre borné
	3.4.2.3 Signaux causaux



	4. Séries de Fourier
	4.1 Séries trigonométriques
	4.2 Série de Fourier (SF)
	4.3 Propriétés
	Dérivation et intégration
	Translation
	Convolutions

	4.4 Calcul
	4.4.1 Symétries
	4.4.2 Relation avec les transformées de Fourier
	4.4.3 Relation avec les fonctions analytiques

	4.5 Applications
	4.5.1 Formules sommatoires
	4.5.2 Problème de Dirichlet sur un disque


	5. Transformée en
	5.1 Domaine d’holomorphie de la TZ
	5.2 Exemples fondamentaux
	5.3 Transformée d’une fonction échantillonnée
	5.4 Propriétés
	5.4.1 Linéarité
	5.4.2 Suite avancée de
	5.4.3 Suite retardée de
	5.4.4 Multiplication par une exponentielle
	5.4.5 Multiplication par la suite {0,1, …,
	5.4.6 Produit de convolution de deux séquences numériques
	Démonstration

	5.4.7 Théorèmes de la valeur initiale et de la valeur finale

	5.5 Transformées usuelles
	5.6 Inversion de la TZ
	5.6.1 Décomposition de
	5.6.2 Développement en série de

	5.7 Applications
	5.7.1 Équation récurrente linéaire à coefficients constants
	5.7.2 Filtres discrets
	Causalité ou réalisabilité du filtre
	Stabilité




